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RESUMEN : El resultado central de este trabajo es el siguiente teorema : Las
curvas lisas de género g sobre un cuerpo k (de característica arbitra-
ria) cuya álgebra de correspondencias algebraicas es isomorfa a a , son
un abierto denso del esquema de Hilbert que parametriza las curvas de géne-
ro , g . Como Corolario resulta que las curvas de género
	
g ,3 de mdduli ge
neral no tienen automorfismos .
Deseo agradecer los consejos recibidos por el Prof . Juan B . Sancho Guimerá
a quien se debe la idea de realizar este trabajo .
Fijaremos un cuerpo base k algebraicamente cerrado de característica p .
Las curvas irreducibles, no singulares y de género g sobre k inmersas
en el espacio proyectivo IP
g-1 por su haz canónico, forman una familia con
tinua de curvas parametrizada por un esquema noetheriano HO (el esquema
de Hilbert de las curvas lisas canónicas de género g) ; por consiguiente,
se tiene una fibraci6n universal de curvas de género g :r O ---+HO . El grupo
g g
proyectivo PGL(g-1,k) actúa sobre el esquema 11 0 . El resultado central
de la teoría geométrica de invaríantes es la existencia e irreducibilidad
del cociente H ° /PGL : la variedad de mdduli de las curvas de genéro g (*) .
g
Por tanto existirá un único punto genérico p ---Ho y tendrá sentido ha-
blar de la curva genérica de género g sobre k : será la fibra del morfis
mo
r8
- Hg sobre el punto p . El estudio de la irreducibilidad de la va
riedad de mdduli conduce de modo natural al concepto de curva estable : una
curva estable de género g sobre un esquema S es esencialmente una fami-
(*) Este resultado era conocido en el caso clásico k=T por la Escuela Italí_a
na . Recientemente ha sido demostrado sobre cuerpos de característica arbitra
ría por Deligne y Mumford : "The irreduciblity of the space of curves of a gi
ven genus" - Publ . Math . I .H .E .S ., 36 (1969) .
lia plana de curvas, C 11 S , de género aritmético g cuyas únicas posi-
bles singularidades son nodos . Del mismo modo que en el caso de las curvas
lisas, se verifica que las curvas estables de género g dotadas de su in-
mersión trican6nica forman una familia continua,
	
Pg- 7T >Hg , parametri-zada
por una variedad irreducible H
g
. La variedad lí
g
de curvas estables es
una compactíficacíón de la variedad de curvas lisas .
En el estudio de la geometría de la curva genérica de género g es funda-
mental la variedad H
g
, que permite deformarla a las curvas racionales con
g nodos reduciendo, por deformación, las propiedades de la curva genérica
al estudio de la geometría de una curva racional con nodos .
Las proposiciones geomátrícas que se estudien tendrán la siguiente propie-
dad : si es cierta para una curva, también lo es para cualquier generaliza-
ción de dicha curva . Por tanto, si la curva genérica tiene una propiedad,
dicha-propiedad será cierta para todas las curvas de un abierto denso de la
variedad de módulí . En este trabajo se estudiarán algunas propiedades de las
curvas de m6duli general :
Sean C l y Cz dos curvas no singulares sobre k , si a cada punto de C l
se le hacen corresponder nz puntos de C z y a cada punto de C z n l pun-
tos de C l , se tendrá una correspondencia entre C l y C z de grados n l
y nz . Asignando a cada correspondencia su gráfica en C 1 x C 2 , se pueden
identificar las correspondencias algebraicas entre puntos de C l y C z
con los divisores de C l x Cz ,
Se define el álgebra de clases de correspondencias de una curva C , A(C) ,
como las correspondencias módulo las que son deformables linealmente a co-
rrespondencias triviales (representadas por curvas verticales y horizonta-
les en C x C) . El producto de dos correspondencias positivas e irreducibles
T y T' , se define por el producto fibrado :
256
En A(C) se definen una involución * (la simetría respecto de la diago-
nal) y una traza : tr(T) = n l (T) +n2(T) -T(1 Con estas notaciones se veri
fica que A(C) es una 7L-álgebra finito=gétierada y "la métrica
(T1 ,Tz )e--, tr(T 1 " TZ) es definida positiva (Desigualdad de Castelnuovo) .
Si T es una correspondencia positiva y p l , p z	la proyecciones en los
factores, entonces la composición de morfismos pz* " pi define un homo-
morfismo de grupos Pic(C) T Píc(C) . Asignando a cada correspondencia el
endomorfísmo que define entre los divisores de la curva, resulta que las
clases de correspondencias algebraicas se identifican con los endomorfísmos
de la jacobiana de la curva .
Si J
	
es el núcleo de multiplicar por n en la jacobiana de C J , sen
define el módulo I-ádico de J (1 =número primo ~ p) por :
T~(J) = lím J m (se
prueba que T~(J)= 7L 2g siendo g el género de C )
m 1
Si T es una correspondencia sobre C , define un endomorfísmo en cada Ji.
y por tanto se tiene un morfismo A(C)-End M, TI(J) que es inyectivo, es
decir una correspondencia algebraica sobre C queda determinada por su ac
tuación sobre los elementos de torsión de la jacobiana .
A continuación vamos a ver que toda correspondencia algebraica sobre una
curva de tipo general es deformable linealmente a un múltiplo entero de la
diagonal (*) :
Teorema : El conjunto de curvas no singulares de género g cuya álgebra de
correspondencias es isomorfa a 2E es un abierto denso de la variedad de mó
duli que parametríza las curvas de género g . Es decir : las funciones abe-
lianas asociadas a una curva de tipo general no tienen multiplicaciones com
plejas .
Demostración : Sea C la curva genérica de género
dencía sobre C . La correspondencia T inducirá
que seguiremos designando por T , sobre Pg/Hg .
nodos, C o , T se deformará a unava racional con
en primer lugar que To - n,~C0
: se puede construir una
Zg--> S = [(ip 1 x7P1) /S, x g) . x (7P
1 -]P')//S-- {di scríminan-
que parametríza todas las maneras de dotar de g nodos a Fk ; exis
un morfismo S -Hg	t lque Zg = Pg x H S y por tanto
g
correspondencia T de Z
g
/S , la correspondencia
especiales de T . La jacobiana de una curva con g nodos es
familia de curvas
te}
tirá
g
sobre Co ; veamos
g y T una correspon-
una única correspondencia
Al deformar C a una cur
correspondencia T
T induce una
To es una de las fibras
(*) En el caso clásico k =a; este teorema fué demostrado por Hurwitz y Se-
ver¡ . Una demostración esencialmente geométrica puede verse en el tratado
de Enriques-Chisini .
1;m x
g) . x ~m , luego su módulo 1-ádico es
	
TI(~m) x g), x TI (TM)= 7Z, ; cada
factor proviene de un nodo y T o será multiplicar por ni en el factor
í-ésimo . .Como S es una parametrizaci6n
nodos de C o entre sí, resultará que el
J(Zg/S) es conexo sobre S ; de aquí se
n,= . . . = ng	ypor tanto T o = nACO "
Para concluír . bastará con probar
bien, si T o = 0 , entondes
mo plano, la traza será constante en fibras,
desigualdad de Castelnuovo se concluye .
Corolario 1 : Las curvas lisas de género g sobre k cuyos únicos automor
identidad son un abierto denso de la variedad de móduli .fismos son la
Demostración :
que si To = 0 ,
tr (T . . T*o ) = 0 y como
irreducible qué permuta todos
núcleo de multiplicar
sigue fácilmente que
los
por n en
entonces T =_0 ; ahora
r
g
----+H
9
es un morfis-
luego tr(T " T*) = 0 y por la
Observemos que si g>,2 y . T es una correspondencia birra-
cíonal de una curva lisa C necesaria y suficiente para que
T que C sea hierjlíptica . Por
tanto el Corolario se sigue del Teorema teniendo en cuenta que si g>,3 la
curva genérica de género g no es hiperelíptica : pues las curvas de género
g dependen de 3g-3 parámetros, mientras que las curvas hiperelíptícas de
.g . _, ._ cuero g s6l.amente depenad~r,,d~r, de 2g-1 pararuetros .
,la condición
sea una correspondencia con valencia es
Corolario 2 : Las curvas lisas de género g>,2 sin involuciones írraciona-
les (es decir : cuyos cuerpos de funciones racionales no tienen subcuerpoj
de género g > 0) son un abierto denso de la variedad de móduli .
REFERENCIAS :
[2] Enriques-Chisini - Teatía geomU,tíca deUe equazíon,i. e delle 6uncíoní
A2geb~tc:ehe . Ed . Zaníchelli, 1924 .
P . Deligne and D. Mumford - The .útAeducí.b.í,Zíty o6 Vhe apace ob cunveti
ob a gíven genue . Publ . Math. I.H .E .S ., 36, 1969 .
J.I . Igusa - Fíbhe Syb,teme o6 Jaeobían Vafi í.e;tíu . Amer . Math . Journal,
78, 1956 .
[4] S . Lefschetz - A theonem on co"espondencea on aegebnaíc cunveÁ . Amer .
J . Math., 50, 1928 .
D . Mumford - Abelían VaAíet,íR,b . Oxford Univ . Préss, 1974 .
[6]
	
D.H. Ruipérez - CoAAeepondencí" d.ívdsoAíaIu 6obte, e,6quer, te2at -
voó . En esta Conferencia .
F . Severi - Thattat0 cíí Geomet~Lía A2gebn.c:ca. Vol . I, Parte I, Ed . Zani
chellí, 1926 .
[8] S G A IV 1/2 - L .id .M ., Vol . 569,
Sprínger-Verlag .
[9] S G A VII - L .N.M ., Vols . 288 y 340, Springer-Verlag .
[10] A . Weil - .Couxbu Algební.quez et Vaxu;etU AbeUennea . Hermann, 1948
.
